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Die Informationsentropie als Grundlage fiir eine Strukturtheorie
der Turbulenz und die Entwicklung von Berechnungsverfahren

Hans-Joachim Mascheck, Dieter Leuschner

1. Einleitung

Auf der Grundlage des erreichten hohen Standes der MeBtechnik und der statistischen
Auswerteverfahren wurden in den vergangenen Jahrzehnten umfangreiche Untersuchungen der
Bewegungsformen in turbulenten Stromungen angestellt, deren Ergebnisse in hunderten von
Originalarbeiten und einer groBen Zahl von Ubersichtsartikeln ([6] bis [8], [14], [16] u. a.)
verdffentlicht worden sind. Die statistischen Strukturuntersuchungen sind zweifellos keine
voriibergehende Erscheinung im auf und ab der Ideen in der Turbulenzforschung, sondern eine
grundlegende Methode von bleibender Bedeutung. Nachdem eine Fiille konkreter Ergebnisse
gewonnen wurde, die zwar heute flir ein volles Verstindnis aller Vorgdnge noch nicht
ausreichen, aber doch bereits wesentliche Einsichten vermitteln, lenkte Hussain [14] die
Aufmerksamkeit auf die grundsétzlichen Aspekte des Strukturbegriffs in der Turbulenztheorie
und betonte dabei seinen statistischen Charakter. Ausgehend von einsr kritischen Wertung der
bei den experimentellen Strukturuntersuchungen angewandten Ansdtze und Methoden
prazisierte er die Definition der Struktur in der Turbulenz und entwarf ein allgemeines Verfahren
zur Herleitung von Strukturformen aus Messungen.

Die theoretische Bewiéltigung des Strukturproblems und die Anwendung der Erkenntnisse zur
sicheren Vorausberechnung und damit zur praktischen Beherrschung turbulenter Vorginge
gehort zu den wichtigsten aktuellen Aufgaben der Turbulenzforschung. Nach [14] versprechen
die durch "management and control of turbulence" moglichen neuen technischen Losungen auf
vielen Gebieten einen betrachtlichen O6konomischen Nutzen. Die Entdeckung und der
experimentelfe Nachweis der kohdrenten Strukturen fiihrten zu Beginn der 70er Jahre zu einer
intensiven Diskussion iiber die Rolle der Ordnung bzw. der UnregelmiBigkeit in turbulenten
Stromungan [1] bis [3]. Zur quantitativen Kennzeichnung des Grades der Ordnung bzw. der
UnregelmaBigkeit wurde in [25] eine Informationsentropie der Turbulenz eingefiihrt, die sich
von den Entropien einiger fritherer Ansétze (vgl. Abschn. 10) unterscheidet. Im folgenden wird
dargelegt, dal} diese Entropie eine geeignete Grundlage fiir die Entwicklung einer Strukturtheorie
der Turbulenz ist.

2. Informationsentropie turbulenter Stromungen

Was in der Turbulenztheorie gemeinhin als Unregelmafigkeit bezeichnet wird, ist die zeitliche
Aufeinanderfolge einer groBen Vielfalt unterschiedlicher Geschwindigkeitsfelder in ein und
derselben Stromung. Zur quantitativen Charakterisierung dieser Vielfalt konnte man die Anzahl
der auftretenden individuellen Felder verwenden, wenn diese endlich wére. Normalerweise geht
man aber davon aus, dal3 ein Fluid unendlich viele Freiheitegrade der Bewegung hat, so daf3 die
Anzahl der in einem gegebenen Bereich moglichen unterschiedlichen Geschwindigkeitsfelder
grundsitzlich unendlich ist. Das ist natiirlich eine Idealisierung, da jedes endliche Fluidvolumen
endlich viele Molekiile mit endlich vielen Freiheitegraden enthédlt. Auch sind zwei
Geschwindigkeitsfelder infolge der in molekularen Systemen stets vorhandenen thermischen



Fluktuationen nur dann unterscheidbar, wenn ihre Differenz einen bestimmten Mindestwert
iiberschreitet. Aus diesem Grunde ist die Menge der voneinander unterscheidbaren
Geschwindigkeitsfelder die in einem endlichen Fluidvolumen bei endlicher Gesamtenergie
auftreten konnen, zwar ungeheuer grof3, aber endlich. Die Annahme einer unendlichen Menge ist
eine oft zuldssige ldealisierung. Fiir das folgende ist aber gerade die Endlichkeit (oder
wenigstens die Abzéhlbarkeit) von Bedeutung. Das Erscheinungsbild und die Wirkungen einer
turbulenten Stromung werden nicht nur durch die Anzahl der auftretenden unterschiedlichen
Geschwindigkeitsfelder, sondern auch durch die relative Héufigkeit ihres Auftretens bestinmt.
Ein MaB fiir die Vielfalt, das das beriicksichtigt, ist die Shannonsche Informationsentropie. Sind
A;,i=1,2,...die unterscheidbaren Geschwindigkeitsfelder und p,,i =1,2,... die Wahrschein-

lichkeiten (relativen Haufigkeiten) ihres Auftretens, so ist die Informationsentropie der
dadurch gegebenen statistischen Gesamtheit gleich

Hz'zpi'logzpt (e))

[10], [15], [28], [30]. Sie gibt an, welche Informationsmenge (in Bit) im Mittel theoretisch
erforderlich ist, um das jeweils vorliegende Feld 4; aus der vorgegebenen Menge
{4i, k =1,2,... } eindeutig zu kennzeichnen. Entwickelt nan die Geschwindigkeitsfelder

u (7, t) einer inkompressiblen Strdmung in einem gegebenen Bereich nach einem
vorgegebenen System solenoidaler Vektorfelder ¢,(7) in der Form

QD = D)6, @

und beschrinkt sich auf eine endliche Zahl n von Gliedern, so kann man nach [4], [12], [17] u. a.
die Koeffizienten a; als Koordinaten eines n-dimensionalen Funktionenraums auffassen und
dort eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(g;,aq,,...,a,) einfilhren. Unter Beriicksichtigung der

thermischen Fluktuationen im Fluid erhdlt man dafiir aus den Navier-Stokesschen
Gleichungen eine Fokker-Planck-Gleichung
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Die S bringen hierin die Wirkungen der thermischen Fluktuationen zum Ausdruck [17]. Zur
Definition der Informationsentropie ist es notwendig, zu einer abzdhlbaren Menge von
Geschwindigkeitsfeldern iiberzugehen, indem man jeweils die infolge der thermischen
Fluktuationen nicht unterscheidbaren zusammenfalit. (Das entspricht der Beriicksichtigung
der quantentheoretischen Unschérfe in der klassischen statistischen Mechanik.) So erhélt man

H=-[...Ip(a.as,an) - log,[p(ar,as,-a)ldar -+ da, - C 4)

wobei die Kostante C von der Unschirfe bestimmt wird. Die Fokker-Planck-Gleichung (3)
liefert fiir die zeitliche Entwicklung der Entropie nach einigen Umformungen die Gleichung
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(vgl. [17]).

Auf die mit den hier angegebenen Operationen verbundenen mathenatischen Probleme -
Beschrankug auf endlich viele Glieder in (2), Beriicksichtigung der Randbedingungen,
Beriicksichtigung der thermischen Fluktuationen als stochastische Krifte, Regularitit der
Dichtefunktionen u. a. - sei hier nur hingewiesen. Die in der Vergangenheit gegen einzelne
Schritte dieses Vorgehens vorgebrachten Einwidnde und Bedenken konnten weitestgehend
entkréftet werden, was natiirlich eine ausfiihrlichere und exaktere Darstellung erfordert, als hier
im Interesse der Kiirze gewihlt wurde.

3. Entropie als Strukturmal3

Sind die Wabhrscheinlichkeiten p, der einzelnen Realisierungen 4, einer statistiscben

Gesamtheit sehr unterschiedlich, so ist die nach (1) berechnete Entropie geringer als bei
gleichen Wahrscheinlichkeiten. Das gilt insbesondere dann, wenn einige der Ai wesentlich
hiufiger auftreten als die restlichen. Gerade das kennzeichnet aber die kohdrenten Strukturen
in turbulenten Stromungen (vgl. [14], Abschn. 2.3.1. "Preferred mode"). Der Zahlenwert der
Informationsentropie ist mithin ein Mal} fiir die Strukturiertheit der Erscheinungen. Die
Informationsentropie ist eines der in der mathematischen Literatur eingefiihrten Strukturmalie
fiir Wahrscheinlichkeitsvektoren [11], [19], was allein schon ihre Verwendung in einer
Strukturtheorie der Turbulenz nahelegt. Ihr Vorzug gegeniiber den anderen in [19] erwdhnten
Strukturmaf3en besteht einerseits in der engen Beziehung zu der in den anderen Teilgebieten
der statistischen Physik (insbes. auch der Thermodynamik) eingefiihrten Entropie und
andererseits in ihrer Eigenschaft als Informationsmal, durch die eine Verbindung zu den
Problemen der Berechnung hergestellt wird.

Mit der Einfiihrung eines Mal3es fiir die Strukturiertheit wird jedoch das Strukturproblem selbst
noch nicht gelost, sondern nur seine Bedeutung unterstrichen. Es bleibt die Frage, wie Strukturen
definiert und in die Theorie und Berechnung turbulenter Vorgidnge einbezogen werden konnen.
Zur Beantwortung lassen sich ebenfalls informationstheoretische Begriffe und Sitze nutzen, so
da man im Ergebnis mit Hilfe des Informationsbegriffs zu einer einheitlichen, in sich
geschlossenen Strukturtheorie der Turbulenz gelangt, die zugleich neue Wege zur praktischen
Berechnung turbulenter Vorgéinge weist. Die bisher ohne jede Bezugnahme auf den Begriff der
Information mehr oder weniger intuitiv entwickelten Verfahren zur experimentellen Bestimmung
der Formen kohérenter Strukturen liefern auch im Sinne der informationstheoretischen
Strukturdefinition giiltige Approximationen.

Im folgenden werden die gedanklichen Schritte eines moglichen (sicherlich nicht des einzigen)
Zugangs zur informationstheoretisch begriindeten Strukturtheorie der Turbulenz skizziert.

4. Optimalkodes

Der Zahlenwert der Shannonschen Informationsentropie gibt, wie schon erwihnt, die theoretisch
im Mittel erforderliche Informationsmenge zur Kennzeichnung des jeweils vorliegenden Falles
an. Den Sinn dieser Aussage erkennt man an einfachen Beispielen: Umfait die Gesamtheit 4
Félle 4;,..., 44, die mit den Wahrscheinlichkeiten p, =1/2, p, =1/4, p, =1/8 und

p, = 1/8 auftreten, so ist die Entropie gleich
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Dieser Wert 148t sich durch geeignete Kodierung tatsdchlich erreichen. Man verwendet
Bindrzahlen, bei denen jede Stelle eine Informationsmenge von 1 Bit verkorpert, und legt
folgenden Kode fest:

4~0  A~10  A4~110  4,~111 (7)

Obwohl man dabei zur Kennzeichnung einzelner Fille 2 oder sogar 3 Bit bendétigt, ergibt sich bei
Berticksichtigung der Haufigkeit im Mittel tatséchlich nur 1,75 Bit fiir die Kennzeichnung eines
Falls. Damit der Kode variabler Lénge eindeutig ist, darf ein kiirzeres Kodewort niemals
zugleich Anfangsteil eines lingeren Kodeworts sein (Prifixkode [28]). Ein solcher Kode, mit
dem der theoretische Mindestwert der mittleren Informationsmenge je Ereignis erreicht wird,
hei0t Optimalkode [28]. Schematische Kodierungen, z. B. in der Form

A ~00  4,~01 A;~10  4,~11 )

sind bei unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten nicht optimal.

Bei dem angefiihrten Beispiel ist der Unterschied der Informationsmengen - 1.75 Bit bei
Optimalkode gegeniiber 2 Bit bei schematischer Kodierung - relativ gering. Bei statistischen
Gesamtheiten, die sehr viele Fille mit sehr unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten unfassen,
wie das bei den Geschwindigkeitsfeldern turbulenter Stromungen der Fall ist, unterscheiden sich
die Informationsmengen gewdhnlich um mehrers Groflenordnungen, so daB3 die Aufstellung

eines Optimalkodes zu einer wesentlich rationelleren Beschreibung der Zustinde und Vorgénge
fithren kann.

5. Kodierung und Beschreibung

Aus den Ergebnissen der Strukturuntersuchungen geht hervor, dafl die Entropie turbulenter
Stréungen aller Wahrscheinlichkeit nach wesentlich geringer ist, als bisher angenommen wurde,
so daB die Suche nach einem optimalen Kode zur Bezeichnung der einzelnen
Geschwindigkeitsfelder lohnend erscheint. Bei praktischen Berechnugen wurden die Felder
bisher durch die Angabe von Funktionswerten an diskreten Punkten (z. B. bei der Anwendung
des Differenzenverfahrens) oder der Koeffizienten von Reihenentwicklungen dargestellt. Jede
derartige Kennzeichnung von Objekten durch Folgen von Zahlenwerten (Parametern) ist im
Sinne der Informationstheorie eine Kodiermng, und die Suche nach einem Optimalkode ist
gleichbedeutend mit der Suche nach einer optimalen Darstellung durch Zahlenwerte.

Tatséchlich sind aber die bisher in der Stromungsmechanik angewandten Darstellungsarten nicht
nur Kodes, sondern sie liefern zugleich auch die Beschreibung der Objekte. Bei den
informationstheoretischen Betrachtungen wird vereinfachend vorausgesetzt, dall es irgendein
Dokument gibt - z. B. eine Liste oder einen Katalog - das die Zuordnung der Kodewdrter zu den
einzelnen Objekten festlegt. Im Falle so umfangreicher Objektmengen, wie sie Stromungsfelder
darstellen, ist das nicht durchfiihrbar. Der Ausweg besteht darin, den Kode so zu gestalten, daf3
die wesentlichen Eigenschaften der zugeordneten Objekte mit Hilfe eines Algorithmus
unmittelbar aus den Kodewortern (Parametern, Zahlenwerten) berechnet werden konnen. Auf die



Erfiillung dieser Bedingung kann man praktiech nicht verzichten. Bei der Entwicklung des
Kodes ist daher auf die Herstellung eines einfachen Zusammenhangs zwischen der Form der
Kodeworter (Zahlenfolgen) und der Eigenschaften der durch sie bezeichneten Objekte zu achten.
Bei den bisherigen Darstellunssarten ist dieser dadurch gegeben, dafl das gesamte Kodewort aus
einer Folge von Zahlenwerten (Parametern) besteht, deren jeder unabhéingig von den anderen
eindeutig eine bestimmte Eigenschaft oder einen bestimmten Anteil des Geschwindigkeitsfelds
bezeichnet. Ob es einen Optimalkode im Sinne der Informationstheorie gibt, der diese
zusétzliche Bedingung erfiillt, ist jedoch zweifelhaft. Dem kann dadurch Rechnung getragen
werden, dal man anstelle eines Optimalkodes eine Beschreibung mit minimalem
Informationsaufwand anstrebt.

6. Rationelle Beschreibung turbulenter Stromungsfelder

Als zusitzliches Hilfsmittel zur Beschreibung der Geschwindigkeitsfelder verwendet man in der
Turbulenztheorie die Zerlegung in Summanden, z. B. in Grundstrémung und turbulente
Zusatzstromung, in Grundstromung, Grobturbulenz und Feinturbulenz (beim Verfahren der
numerischen Simulation der grolen Turbulenzwirbel [9], [13]), in Grundstromung, kohérente
Strukturen und nichtkohérente Turbulenz (bei Strukturuntersuchungen [14]) oder in eine grofere
Anzahl von Anteilen unterschiedlicher Wellenzahl (fiir allgemeine theoretische Untersuchungen
[4]). Durch diese Zerlegungen wird die Beschreibung der Gesamtstromung auf die Beschreibung
der Summanden zuriickgefiihrt. Dabei ergibt sich die Frage, ob und in welchem Malle der
erforderliche Informationsaufwand durch die Art der Zerlegung beeinfluf3t wird.

Vor der Zerlegung bestimmt die Informationsentropie der statistischen Gesamtheit den
theoretischen Mindestwert. Dieser kann durch die Zerlegung selbstverstédndlich nicht verringert,
wohl aber erhoht werden. Optimal ist die Zerlegung offenbar damn, wenn sie zu keiner oder nur
zu einer unbedeutenden Erhéhung des theoretischen Minimalwerts fithrt und zugleich die
Herabsetzung der praktiach erforderlichen Informationsmenge in Richtung auf diesen
Minimalwert erleichtert.

Soll die theoretisch erforderliche Informationsmenge durch eine Zerlegung nicht erhoht werden,
so mufl die Summe der Entropien der Teilgesamtheiten gleich der Entropie der urspriinglichen
Gesamtheit sein. Das ist genau dann der Fall, wenn die Parameter, die die Elemente der
Teilgesamtheiten beschreiben, voneinander statistisch unabhédngig sind. Die andernfalls
auftretende Entropieerh6hung wird als Transinformation [10] bezeichnet. Jede Zerlegung in
Anteile, zwischen denen eine statistische Abhéngigkeit besteht, setzt mithin die zur Bezeichnung
der einzelnen Felder theoretisch erforderliche Mindestinformationsmenge herauf und muf
vermieden werden, wenn eine rationelle Beschreibung angestrebt wird. Dabei ist zu beachten,
daf fehlende Korrelationen kein Beweis fiir statistische Unabhingigkeit sind. Beispielsweise
korrelieren die Anteile einer harmonischen Zerlegung turbulenter Stromungsfelder nicht oder nur
sehr wenig miteinander, obwohl zwischen ihnen nach den Ergebnissen der
Strukturuntersuchungen eine erhebliche statistische Abhingigkeit vorhanden sein muB. Altere
Ansitze, die die Zerlegung in nichtkorrelierende Anteile zum Ziel hatten [21], sind daher nicht
als Grundlage fiir eine rationelle Beschreibung geeignet.

Trotz dieser Einschrankung sind Korrelationen ein sehr niitzliches Hilfsmittel zur schrittweisen
Verbesserung einer angendherten Zerlegung in unabhingige Anteile, da nichtverschwindende



Korrelationen stets eine statistische Abhdngigkeit bedeuten und die Zerlegung in unabhéngige
Anteile erfordert, da3 alle Bewegungselemente, zwischen denen eine Abhéngigkeit erkennbar
ist, demselben Anteil zugerechnet werden miissen. Die Aufdeckung solcher Abhingigkeiten mit
Hilfe von Korrelationen gelingt jedoch héufig erst durch zusitzliche MafBlnahmen - bedingte
Mittelung (conditional sampling), Ausrichtung der Phasenlage (phase alignment) u.a. Die bei der
experimentellen Ermittlung von Turbulenzstrukturen angewandten Verfahren und besonders die
in [14] beschriebene allgemeine Methode sind Beispiele fiir eine solche Vorgehensweise. Die
informationstheoretische Begriindung kann dem zunichst nichts hinzufiigen. Sie stellt aber eine
Verbindung zwischen der Strukturzerlegung, der rationellen Beschreibung und schlieBlich der
Berechnung turbulenter Vorginge her und ordnet damit den Begriff der Struktur in einen
groBBeren Rahmen ein.

7. Zum Strukturbegriff

Bei der Ausarbeitung einer Strukturtheorie wird eine Definition der kohérenten Strukturen
bendtigt. Nach den vorstehenden Uberlegungen ist es prinzipiell moglich, eine solche aus der
Forderung nach einer Darstellung der Geschwindigkeitsfelder mit  geringstem
Informationsaufwand herzuleiten [24].

Die zur Beschreibung der individuellen Geschwindigkeitsfelder theoretisch und praktisch
erforderlichen Informationsmengen kann man als wahre und scheinbare Entropien der
betreffenden turbulenten Stromung bezeichnen. Auch dann, wenn die wahre Entropie infolge der
Strukturbildung relativ niedrig ist, wird die scheinbare sehr hoch, wenn fiir die Darstellung der
Felder keine Angaben iiber die Strukturen verfligbar sind und genutzt werden konnen. Definiert
man die Strukturen als Elemente einer rationellen Beschreibung, so sind alle qualitativen und
quantitativen Angaben, mit deren Hilfe es gelingt, die scheinbare Entropie des Vorgangs
herabzusetzen, zugleich die formalen Charakteristiken der Strukturen.

Die Nutzung von Strukturdaten zur rationelleren Beschreibung der Geschwindigkeitsfelder u(7)
kann beispielsweise so erfolgen: Ausgangspunkt sei eine formale Darstellung mit Hilfe einer

Basis von n im betrachteten Bereich vorgegebenen Vektorfeldern ¢, (7), k= 1,..., n in der

Form

W(F) = D a9, (F) . )
k=1

Zur Sicherung der notigen Genauigkeit sei es notwendig, die ax durch m-stellige Binédrzahlen
darzustellen. Das bedeutet einen Informationsaufwand je Feld (d. h. eine scheinbare
Entropie) von n-m Bit. Treten in den Feldern u(7) hiufig bestimmte Bewegungsstrukturen

auf, die anndhernd durch eine parameterbehaftete Funktion w(7,p,,...,5,) dargestellt werden,

dann wird bei geeigneter Festlegung der Parameterwerte p,,...,5, die Differenz

Si(F) = il(F) - §(F.bye b)) = Y0k, (F) (10)
k=1

im Mittel geringer, und die notige Genauigkeit ist schon gesichert, wenn man die ¢, mit m'<m
Binirstellen angibt. Die dadurch mogliche Herabsetzung des Informationsaufwands ist dann



in der Regel wesentlich grofer, als die fiir die Identifizierung der Strukturen durch die
Angabe der Parameter p,,...,p, erforderliche zusitzliche Information. Ist beispielsweise

n=10", m=16, und entstehen durch die Subtraktion einer Funktion w mit p=10

Parametern, die ebenfalls durch 16-stellige Binirzahlen ausgedriickt seien, Restfelder ou , in
denen die Geschwindigkeiten im Mittel nur halb so grof3 sind wie in den urspriinglichen
Feldern, dann werden die ¢ durch 15-stellige Binédrzahlen hinreichend genau bestimmt. Die
eingesparte Informationsmenge, d. h. die Herabsetzung der scheinbaren Entropie, betragt
dann

SHy =(16-10* -15-10* - 10-16) Bit=10" Bit. (11)

Voraussetzung dafiir ist offenbar, da3 wesentliche Bewegungsanteile durch eine Funktion mit
einer geringeren Zahl von Parametern gekennzeichnet werden koénnen. Diese Funktion
beschreibt im Sinne der oben angegebenen Definition eine Struktur.

Dal mit der Abminderung §H zugleich ein quantitatives Giitekritertum fiir die

Strukturfunktion gegeben ist, ist sicherlich ein nicht zu unterschitzender Vorzug dieser
Definition. Mit Hilfe dieses Kriteriums kann man unterschiedliche Strukturbestinmungen
vergleichen und zwischen konkurrierenden Auffassungen eine Entscheidung treffen. Legt
man die Informationsmengen fiir die Angabe der a; in (9) und der ¢ in (10) nicht wie oben
pauschal, sondern fiir jedes k einzeln fest, so wird die mit einer Strukturfunktion
W (¥,by,...,b,) mogliche Herabsetzung der erforderlichen Informationsmenge bei geniigend

hohem » unabhingig von der geforderten Genauigkeit der Darstellung des Gesamtfeldes, und
stellt dann - im Rahmen der zugrunde liegenden Methode der theoretischen Erfassung der
Stromungsvorgidnge - ein objektives Kriterium dar. (Die einschrinkende Bemerkung
entspricht dem anthropomorphen Charakter der Entropie in der statistischen Mechanik fiir
das Nichtgleichgewicht [31], S. 114.)

Der Begriff der Information erweist sich somit als niitzliches Werkzeug zur Uberwindung der
Definitionssshwierigkeiten in der Turbulenztheorie. Sicherlich erschopft sich das Wesen der
kohérenten Strukturen nicht darin, das sie Elemente einer iibersichtlicheren Beschreibung der
scheinbar so verworrenen Vorginge sind. Das bevorzugte Auftreten bestimmter organisierter
Bewegungsabliufe folgt aus den Losungseigenschaften der Bewegungsgleichungen. Die dadurch
erzeugten Strukturen sind als physikalische Objekte aufzufassen, denen eine gewisse
Selbstdndigkeit und Eigengesetzlichkeit innewohnt und die unter realen Bedingungen in
vielfdltig modifizierter, aber doch in ihren Grundziigen gleichartiger Form auftreten [32]. Diese
weitere Fassung des Strukturbegriffs beeintrachtigt aber nicht den Wert der zuvor angegebenen
formalen Definition.



8. Die Bedeutung der Strukturzerlegung fiir die Berechnung turbulenter
Stromungen

Die absolut gesehen betrichtliche Verminderung des Informationsaufwands im Zahlenbeispiel
des vorigen Abschnitts ist nur ein kleiner Bruchteil der insgesamt erforderlichen
Informationsmenge zur vollstidndigen Darstellung der einzelnen Geschwindigkeitsfelder. Wére
diese tatsdchlich notwendig, so hétte die MaBnahme nur einen geringen Nutzen. Fiir eine
Strukturtheorie der Turbulenz, die (wie jede Theorie) vor allem die Grundlagen fiir praktische
Berechnungen oder Entscheidungen liefern soll, ist daher die Frage der Beschreibung, des nach
Abzug der Strukturen verbleibenden Restfelds ebenso wichtig wie die Beschreibung der
Strukturen selbst. Dabei kann man voraussetzen, dal das Restfeld wenig strukturiert und
statistisch weitestgehend unabhéngig von den gesondert ausgewiesenen kohérenten Strukturen
ist (inkohdrenter Bewegungsanteil). Andernfalls miifite es mdglich sein, weitere Strukturen zu
isolieren, bzw. wire es notwendig, bereits definierte Strukturen so zu korrigieren, da3 die
statistische Abhéngigkeit herabgesetzt wird.

Wenig strukturiert bedeutet, da3 die Informationsentropie der entsprechenden statistischen
Gesamtheit in der Nihe ihres theoretischen Maximalwerts liegt. (Bei den Restfeldern der
Turbulenz darf man das allerdings wegen der sicherlich auch im Restfeld noch vorhandenen
Strukturen nicht allzu wortlich nehmen, sondern sollte es als eine heuristisch niitzliche
Approximation betrachten.) Bei anderen Problemen der statistischen Physik hat es sich als
moglich und vorteilhaft erwiesen, solche Gesamtheiten und die mit ihnen verbundenen
Wirkungen durch eine geringere Anzahl statistischer Parameter zu beschreiben. Bei der
Berechnung turbulenter Stromungen wurde dieses Verfahren bisher mit begrenztem Erfolg im
Rahmen ilterer Ansdtze auf die gesamte Turbulenz und bei der numerischen Simulation der
groBmafstéblichen Bewegungen [9], [13], [22] auf die Bewegungsanteile kleinen Malstabs
angewandt. Die Restturbulenz einer StrukturzerLegung bietet demgegeniiber wesentlich
glinstigere Voraussetzungen fiir diese Art der Behandlung. Man kann geradezu sagen, daf3 erst
die Strukturzerlegung die sachgeméidfe Realisierung des Konzepts der Simulation der
groBBmafstéblichen Bewegungsanteile ermoglicht und daf3 die Trennung in Anteile kleiner und
groBBer Wellenzahl nur ein mit vielen Méangeln behaftetes Provisorium ist.

Zwischen den Begriffen der Struktur, der Informationsentropie und der statistischen
Abhéngigkeit bzw. Unabhingigkeit sowie den (hier noch nicht erwdhnten) Fraktaldinensionen
[28], [35], [36] bestehen enge mathematische Beziehungen. Fiihrt man einen dieser Begriffe in
die Turbulenztheorie ein, so folgen zwangsldufig frither oder spéter auch die anderen. Diese
Begriffe und GroBen spiegeln eine Seite der Realitidt wider, die in der é&lteren statistischen
Theorie der Turbulenz vollig unberiicksichtigt geblieben war. Es handelt sich dabei um
Eigenschaften und Erscheinungen, die in den anderen Teilgebieten der statistischen Physik
(insbes. auch der Thermodynamik) seit langem schon durch die Entropie erfaflt werden. Die
Turbulenz zeichnet sich offenbar nur dadurch aus, dal man bei ihr nicht mehr einfache
Grenzgesetze anwenden kann, sondern zu einer tiefergehenden Analyse gezwungen ist.

Dem grundlegenden Charakter der genannten Begriffe entsprechend ist die
informationstheoretisch begriindete Strukturzerlegung in statistisch weitgehend unabhingige
kohérente und nichtkohdrente Anteile flir alle Formen der Berechnung turbulenter Vorginge von



Bedeutung. Bei der - heute noch nicht realisierbaren - vollstindigen Berechnung der
Geschwindigkeitsfelder durch numerische Losung der Bewegungsgleichungen hilft sie, mit
einem gegebenen Aufwand moglichst sichere statistische Aussagen zu erhalten und die unnétige
Wiederholung von Berechnungen, die diesbeziiglich keine Verbesserungen liefern, zu
vermeiden. Der Erfolg der Anwendung statistischer Methoden, z. B. einer Hierarchie von
Gleichungen zur Berechnung von Verteilungsfunktionen [27] hidngt davon ab, ob es gelingt, den
Vorgang in statistisch nahezu unabhingige Anteile zu zerlegen. Gerade das aber ist das Prinzip
der Strukturzerlegung, die somit auch filir die statistischen Methoden zur Berechnung von
TurbulenzgroBen eine natiirliche Grundlage ist.

Zur Losung von Aufgaben, bei denen die Anwendung der vorstehend genannten Methoden zu
aufwendig ist, werden heute vorwiegend empirische oder halbempirische Berechnungsverfahren
genutzt. Auch fiir die dringend erforderliche Verbesserung der Genauigkeit und Erweiterung der
Giiltigkeitsbereiche dieser Verfahren ist die Strukturzerlegung ein erfolgversprechender
Ansatzpunkt.

0. Halbempirische Berechnung turbulenter Stromungen mit Hilfe von
Strukturmodellen

Grundlage und wesentliches Merkmal der halbempirischen Berechnungsverfahren ist nach [23]
die Darstellung der Gesamtvorgidnge als Systeme miteinander in Wechselwirkung stehender,
relativ selbstindiger und empirisch beschreibbarer komplexer Elemente. Eine gute Modellierung
der Gesamtvorgidnge ergibt sich dann, wenn die allen Stromungen der betrachteten Klasse
gemeinsamen Eigenschaften (z. B. typische Formen von Geschwindigkeitsprofilen oder
Bewegungsstrukturen) durch empirische Zahlenwerte oder Funktionen ausgedriickt werden und
die Parameter, in denen sich die einzelnen Stromungen voneinander unterscheiden (Haufigkeit,
Anzahl, Anordnung, Abmessungen usw. der empirisch beschriebenen Elemente), mit Hilfe der
allgemeinen Bewegungsgleichungen oder daraus hergeleiteter spezieller Gleichungen (z. B,
Impulssatz fiir die Grenzschicht) berechnet werden. Diese Voraussetzung war bei den dlteren
Verfahren zur Berechnung turbulenter Stromungen (insbes. den Verfahren zur Berechnung
turbulenter Grenzschichten) sehr gut erfiillt. Im Rahmen der heute vielfach angewandten
Mehrparametermodelle ist es hingegen nicht gelungen, Elemente zu definieren, fiir die sich in
umfangreicheren Klassen turbulenter Stromungen einheitliche empirische GesetzméBigkeiten
formulieren lassen, so daf die Genauigkeit und Sicherheit der mit diesen Modellen berechneten
Ergebnisse fiir die Praxis unbefriedigend sind. Auch die Hinzunahme weiterer statistischer
Parameter und der Abschlufl des Systems bei Momenten hoherer Ordnung brachten bisher trotz
des erhohten Rechenaufwands keine wesentlichen Fortschritte. Solange die theoretische
Vorausberechnung turbulenter Stromungen noch nicht méglich ist, bleibt daher die Suche nach
verbesserten empirischen Grundlagen fiir die halbempirische Berechnung eine aktuelle Aufgabe
von grof3er praktischer Bedeutung.

Es gibt Anzeichen dafiir, daB3 die an die empirischen Elemente zu stellenden Anforderungen von
den kohérenten Strukturen erfiillt werden. In relativ umfangreichen Klassen von Strémungen (z.
B. zwei- und dreidimensionalen Grenzschichten mit unterschiedlichen Druckgradienten,
Polymerzusidtzen usw.) treten anndhernd gleichartige Strukturen auf, wobei der
Bewegungsablauf im wesentlichen durch deren innere Dynamik bestimmt wird und die



Variation der Umgebungsbedingungen nur eine gewisse Anpassungsmodifikation bewirkt. Die
Vielfalt der Gesamtstromungen kommt hauptséchlich durch die Unterschiede der Haufigkeit, der
Abmessungen und der Formparameter der Strukturen zustande. Wie bei allen empirischen und
halbempirischen Verfahren 146t sieh die Tragféhigkeii und Brauchbarkeit einzelner Ansitze nur
durch die praktische Erprobung endgiiltig feststellen.

Zugunsten der Entwicklung von Berechnungsverfahren auf der Grundlage empirischer
Beziehungen fiir die Dynamik der Strukturen spricht auch, da8 damit nach den Ausfiihrungen
des vorangehenden Abschnitts alle Verfahren eine einheitliche Basis erhalten, wodurch sich
zwischen den verschiedenen Vorgehensweisen niitzliche Querverbindungen ergeben. Die
Nutzung der Ergebnisse der Strukturuntersuchungen fiir die halbempirische Berechnung ist
daher auch nicht als kurzfristige Notmaflnahme anzusehen, sondern als sinnvolle Vorstufe fiir
den schrittweisen Ubergang zur vollstindig theoretischen Berechnuung. Da auch noch andere
Uberlegungen fiir die Entwicklung halbempirischer Strukturmodelle zur Berechnung turbulenter
Stromungen sprechen, gibt es bereits mehrere ernsthafte und erfolgversprechende Ansitze in
dieser Richtung [5], [20], [34]. Uber die Arbeiten der Verfasser zur Entwicklung eines
Strukturmodells fiir turbulente Grenzschichten wird in [26] berichtet.

10. Bemerkungen zu dhnlichen theoretischen Ansédtzen

Die Irreversibilitit der turbulenten Vorgéinge legte ihre Untersuchung unter dem Aspekt der
Entropieproduktion und die Ubertragung von GesetzmiBigkeiten der Thermodynamik der
irreversiblen Prozesse und der dabei auftretenden Strukturbildung auf diesen Fall nahe [11], [18].
Dabei wird jedoch ausschlieBlich die Entropie der thermodynamischen Zustinde betrachtet und
keine Entropie zur Kennzeichnung der makroskopischen Vielfalt eingefiihrt. Infolgedessen gibt
es auch keine Verbindung zum Informationsaufwand fiir die Darstellung der Vorginge und zur
praktischen Berechnung.

Als Entropie des makroskopischen Stromungsfelds wurde in [29], [38] die Kolmogoroffsche
Entropie dynamischer Systeme erwdhnt, jedoch nichts iiber eine weitergehende theoretische
Nutzung dieser Grofle ausgesagt. Krasovskij [17] wendet die Boltzmann-Shannon-Entropie bei
der Untersuchung des statistischen Verhaltens beliebiger makroskopischer Systeme an. Seine
Uberlegungen und Ergebnisse wurden bei den Arbeiten der Verfasser direkt genutzt.

Zwischen der Shannonschen Informationsentropie und den  Fraktaldimensionen
(Hausdorff-Dimension) besteht ein enger theoretischer Zusammenhang [28]. Daher sind die
Arbeiten iiber die Dimension des Attraktors der Bewegungsgleichungen [36] und die
Fraktaldimension der Grenzflichen zwischen turbulentem und nichtturbulentem Fluid [35] hier
mit einzuordnen. Alle diese Arbeiten lassen den Schluf3 au, daB3 es sinnvoll und notwendig ist, in
die Turbulenztheorie eine Entropie oder ein anderes gleichwertiges Mal3 flir die makroskopische
Vielfalt einzufiihren. Auch die Tatsache, da3 heute in allen Zweigen der physikalischen Statistik
ein solches Maf} verwendet wird und eine wichtige Rolle spielt, sollte als ein deutlicher Hinweis
darauf verstanden werden. Welche weitreichende Bedeutung eine solche GroBe fiir die Theorie
und Berechnung turbulenter Stromungen haben kann, wurde hier in groben Ziigen darzulegen
versucht.
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